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Elemente der linearen Algebra am Beispiel magischer Quadrate

Von WorLrcanc Tysiak

Im Unterricht iiber ltneare Algebra stifit man haufig auf
die Schwierigheit, aufer dem sStandardvektorraume IR" weitere
interessante Beispiele fiir Vektorrdume anzufithren.

Im folgenden werden einige Elemente der linearen Algebra
anhand eines Vektorraumes auffgezeigt, der in den IR" eingebettet
werden kann: der Vektorraum der magischen Quadrate der Ord-
nung 3. Auf die Konstrukiion eines magischen Quadrates aus
den Ziffern 1 bis 9 wird eingegangen.!

1 Magische Quadrate der Ordnung 3 als Unter-
vektorraum des IR?

Wir werden hier magische Quadrate der Ord-

nung 3 betrachten. Dies sind Schemata der Form

Xy Xo X3

X4 X5 Xg

X7 Xg Xg

mit xy, ..., %€ IR, fur die gilt, dafl die Summen der
Elemente jeder Zeile, jeder Spalte und der zwei Diago-
nalen jeweils gleich sind.

Betrachten wir nun die Einbettung

Xy KXo X3

T g
X4 X5 Xg = (xl, ...,JCQ) elR s

X7 Xg Xg

so kénnen wir die Menge Q(3) aller magischen Qua-
drate der Ordnung 3 als Teilmenge des IR? auffassen.
Definieren wir weiterhin

X1 Xg Xg Y1 V2 V3 Xy +¥ X+ X3+ )3
Xy X5 Xg |+ | V4 Y5 Ve | =| XgtYy X5+ Y5 Xg+ Vg
X7 Xg Xg X7 Vs Yo X7 +Y7 Xg+Yg X9+
und fir eelR
Xq .X2 JC3 GXI GJC2 axs
a ‘| Xy X5 Xg | =| axy axs axg
x7 .X'g x_g axy; axg axg

so erhalten wir eine Addition und eine Skalarmultipli-
kation in der Menge der Q(3), denen bel der Einbet-
tung gerade die tibliche Vektoraddition und Skalar-

! Eine Einfilhrung in die lincare Algebra mit Hilfe magischer Quadrate
zeigt J. KLEMENZ in MNU 38 (1985) 15-18.

multiplikation des IR? entsprechen. Da insbesondere
das magische Quadrat mit (x, . . ., x)" = (0, ..., O)T
in Q(3) enthalten ist, kénnen wir also Q(3) als Unter-
vektorraum des IR? auffassen.

2 Magische Quadrate der Ordnung 3 als Losungen

eines Gleichungssystems

Betrachten wir nun die Menge der magischen
Quadrate mit Zeilen-, Spalten- und Diagonalen-
summe ¢: Q(3,¢)C Q(3). :

Diese lafit sich beschreiben als Losungsmenge des
Gleichungssystems Ax = ¢:
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Der Spezialfall eines homogenen Gleichungssystems
ergibt sich fiir ¢ = 0. Wie man recht leicht nachrechnet,
betrégt der Rang der obigen Matrix 4 genau 7. Somit
erhalten wir als Dimension des Lsungsraumes

dim Q(3,0) =dim IR —rg4 =9 -7=2.

Eine Basis dieses Loésungsraumes ist beispiels-
weise gegeben durch y, = (—1,_1,(),1,0,—1,0,—1,1)'1'und
¥y, =(0,1,-1,-1,0,1,1,-1,0)%, d. h.

0(3,0)={xeR%|lx=ay, + by,; a,beIR}.

Um nun die Lésungsmenge Q(3, ¢) eines inhomo-
genen Systems der obigen Art zu bestimmen, benéti-
gen wir noch eine spezielle Losung dieses Systems.
Diese erhalt man aber unmittelbar durch

%(c, A

.,C)T=' c.

ik
"3

Somit erhdlt man als Losungsmenge des inhomoge-
nen Gleichungssystems den affinen Teilraum

Q(3,6)=%C®Q(3,0).

Man erkennt unmittelbar aus der Darstellung, daft
der Vektorraum Q(3) aller magischen Quadrate der






