Schulpraxis

Mehr iiber Splines

Verfasser: Dr. Wolfeang Tysiak, Briller Strafe 44,
5600 Wuppertal 1

Eines der Ziele des Mathematikunterrichtes sollte es sein,
dem Schiler Beziehungen zwischen verschiedenen Teilgebieten
der Mathematik aufzuzeigen.

Dies lafit sich recht gut am Beispiel von Splines reali-
sieren.

Wie im Aufsatz [1] ausgefiihrt, lassen sich Splines mittels
eines optimalen Slaloms bzw. der Computergrafik einfiifiren.
Ste bestizen aber auch interessante Aspekie in anderen mathema-
tischen Gebieten.

1 Allgemeine Definition der Splines

Nachdem wie in [1] kubische natiirliche Splines
eingefiihrt wurden, kann man diese Funktionen in der
iblichen Weise verallgemeinern, indem man einen be-
liebigen Polynomgrad zulaft und keinerlei Randbe-
dingungen in Anfangs- und Endknoten vorgibt.
Definition: Se: [a, b ein reelles Intervall, n > 0,

a=x<x<...<x,=b
Eine auf [a, b] definierte reellwertige Funktion s hefst
Spline m-ter Ordnung (m > 1) zur Knotenmenge {x,, x;,
..., Xpf, wenn gilt:
(1) seC™=2 [a, b], d. h. s ist im Intervall [a, b]
(m — 2)-mal stetig differenzierbar,

(2) in jedem Teilintervall [x; x; .,/ (1 =1, ..., n)
stimmt s mat einem Polynom hochstens (m —1)-ten
Grades iiberein.

Man spricht auch statt von m-ter Ordnung vom
(m —1)-ten Grad. Grob gesprochen handelt es sich also
um abschnittweise definierte Polynome mit »rela-
tiv glatten« Ubergidngen von einem Intervall zum
néachsten.

2 Der Vektorraum der Splines

Sei nun Fi[a, ] die Menge der Polynome vom
maximalen Grad £ eingeschriankt auf das Intervall
[a, b], S,(X,) die Menge der Splines der Ordnung m
auf dem Intervall [a, 6] zu vorgegebener Knoten-
menge X, = {xy, %, ..., x,J und C"[e, b] die Menge
aller auf [a, #] n-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen.

Dann gilt offensichtlich
¥

m

_1la, ] CS,(X,)CC™2[a, b].

Hier handelt es sich aber sogar um eine Vektor-
rauminklusion:

Der Vektorraum der Polynome vom Héchstgrad
<m (eingeschrankt auf [a, 5]) ist linearer Teilraum des
Vektorraums der Splines m-ter Ordnung und dieser ist
wiederum Teilraum der (m — 2)-mal stetig differenzier-
baren Funktionen.

Wie bereits aus der Behandlung der linearen Alge-
bra bekannt sein diirfte, gilt:

dimP,_[a, b]=m und dimC" ?=o0o,

Somit folgt m<dim S, (X,) <.
Es gilt:
Satz: dim S, (X,)=m+n-1.

Beweis: Sei s€S,,(X,) und p; das Polynom (m — 1)-ten
Grades auf dem Intervall [x;_q, x;]. Aus s€ C™ ?[a, b]
folgt

dk . dk ;
L ()= é’x,ji (=) K=0,...,m=2.

Dies bedeutet, dafl p;,; — p; in x; eine Nullstelle
(m — 1)-ter Ordnung besitzt. Da der Grad von g, , | — p;
héchstens gleich m — 1 1st, folgt also

piv1(x) = pi(x) = g;(x — )" !
und somit

pi+ 1 (x) =P:'(x) + al'('x - xi)m7 t .
Fithren wir nun

oedm=1_ (x_xi)m_l XS X
+(x = %) _[0 x> x;

ein, so folgt

s(X)=pr(x)+a (x—x)" g, (X)L

Erweitert man die Basis von P, _; also um die
Funktionen

+(x_x1)m—ls e my +(x_xn—1)m_1:

so erhélt man ein Erzeugendensystem von §,, (X,,).

MNU 43/5 (15.7. 1990) Seiten 282-284

ISSN 0025-5866

© FERD. DUMMLER® VERLAG - BONN









