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In den letzten 15 bis 20 Jahren wurde sowoh! die Entwick-
lung der Chaostheorie als auch die der Monte-Carlo-Methoden
erheblich durch die Leistungsverbesserung der Computer beein-
Slupt. Es gibt aber noch weitere Beriihrungspunkte dieser zwer
Arbetisgebiete, da man beispielsweise die Ergebnisse chaotischer
Prozesse daraufhin untersuchen kann, inwieweit man sie als
Pseudozufallszahlen verwenden darf. Eine Behandlung dieser
Thematik bietet im Unterricht auch die Moglichkeit, interes-
sante und zum Teil auch erstaunliche Resultate mittels relativ
einfacher Computerprogramme zu erzielen.

1 Die logistische Iteration

Sei Z, die Grofe einer biologischen Population der
Generation ¢ Betrachten wir dann einmal folgendes
Wachstumsgesetz

Z¢+1=Zt(a_bZ£), a, b=0.

Fiir den Fall 5 = 0 und @ > 1 ergibt sich ungebrem-
stes exponentielles Wachstum. Es liegen also keinerlei
Wachstumsbeschriankungen aus Umweltgriinden bzw.
Resourcenknappheiten vor. Falls 5> 0, so wird bei zu-
nehmender Grofie der Population das weitere Wachs-
tum gebremst bzw. die Population vermindert, was bei
begrenzten Resourcen auch plausibel erscheint. Setzt
man im Falle & > 0

so erhalt man
X£+1 = aXt(l _XJ)’

d. h. eine Parameterreduzierung. Wihrend Z, Werte
zwischen 0 und a/b annehmen kann, schwankt X, zwi-
schen 0 und 1. Diese Gleichung heift logistische Itera-
tion und ist einer der in der Literatur am meisten unter-
suchten dynamischen Prozesse (vgl. [1], [2], [3]).

Wie man leicht sieht, nimmt die logistische Itera-
tion den maximalen Wert a/4 fiir X, = 1/2 an. Somit ist
es nur sinnvoll, den Parameter a im Intervall [0,4] zu
betrachten.

Wie wird sich X, nun fiir grofe Werte von ¢ verhal-
ten, d.h., welche Grofle wird die Population nach lan-
gerer Zeit bzw. in spateren Generationen annehmen?
Dies hangt natiirlich vom Kontrollparameter a ab, den
man in gewisser Weise als Reproduktionsrate interpre-
tieren kann.

Wegen )
X, 1=aX,(1-X)saX,<a'*'X,

wird die Population fiir 0 < a <1 aussterben, d. h.

0<a<l = lim X,=0.
¢ — 0

Weiterhin ergibt die erste Ableitung von f, (x) =
ax(1l-x)
%_(x)za(lfo)

4,

und damit
<< 4
1=a=<3 = ’ (%)

=1.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also
fur 1 =a =3 jeweils ein eindeutiger Fixpunkt x* (2) und
aus x* (@) = ax* (a) (1 — x*(a)) erhalt man dann x* (a) =
1 - 1/a. Insgesamt also

1
1=4=<3 =3 lim X,=1-—.
fi=riea a

Das Verhalten der logistischen Iteration fiir 3 <
a = 4 ist nicht mehr so einfach beschreibbar. Daher
wollen wir es zuerst mittels eines einfachen Computer-
programms betrachten. Dieses startet jeweils mit einem
Zufallswert X aus (0,1), berechnet sukzessive X, . . .,
X400 und gibt dann die Werte Xy, . . ., Xy50 graphisch
aus (Abb. 1). Wie man erkennt, beginnt die Popula-
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Abb. 1. Attraktoren fiir f,(x) = ax (1 — x) fiir 3 < a =< 4 jeweils fiir
Xgo1 brs Xysp
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